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Resumen

Utilizando un formalismo de Termodinámica Relativista seme-
jante al desarrollado por Arzeliés y Van Kampen, en el marco de
la Formulación Aśıncrona, se resuelve el ejercicio de la compresión
isoterma de un gas ideal, considerando un origen electromagnético
de las fuerzas aplicadas. En este marco relativista, los procesos
mecánicos y termodinámicos se integran en el Primer Principio de
la Termodinámica expresado, utilizando 4-vectores de Minkowski,
como ∆Uµ = Wµ + Qµ, en una formulación covariante Lorentz,
lo que, junto con la formulación covariante de las fuerzas electro-
magnéticas, constituye una formulación covariante Lorentz de la
F́ısica Clásica.

Abstract

The isothermal compression of an ideal gas exercise is solved,
considering an electromagnetic origin for forces applied to it, using
a Relativistic Thermodynamics formalism similar to that previ-
ously developed by Arzeliés and Van Kampen, in the frame of the
Asynchronous Formulation of Relativistic Thermodynamics. In
this relativistic framework mechanical and thermodynamical pro-
cesses merge in the First Law of Relativistic Thermodynamics ex-
pressed, using Minkowski’s 4-vectors, as ∆Uµ = Wµ + Qµ, in a
covariant Lorentz formulation, which, together to electromagnetic
interactions covariant formulation, constitutes a covariant Lorentz
formulation of Classical Physics.

1



1 Introducción

Para la resolución completa de ejercicios de f́ısica en los que se produce des-
aparición de enerǵıa mecánica (por ejemplo, por efecto de una fuerza de roza-
miento [1]), o creación de enerǵıa mecánica (por ejemplo, una persona en
cuclillas que da un salto y se eleva [2]), es necesario considerar tanto la Se-
gunda Ley de Newton como el Primer Principio de la Termodinámica [3]. La
Segunda Ley de Newton aplicada a un cuerpo extenso, de masa M (constante),
expresada como Ecuación Impulso-Momento Lineal I = ∆p:

F∆t = M∆vcm , (1)

F =
∑
k

Fk ,

donde F es la resultante de las Fk fuerzas externas, supuestas constantes,
aplicadas simultáneamente durante el intervalo de tiempo ∆t, y vcm es la
velocidad del centro de masas [4] medida en un cierto referencial S, conduce,
por integración, a la Ecuación del Centro de Masas ([5], pp. 195-197):

∆Kcm = F ·∆xcm , (2)

donde Kcm es la enerǵıa cinética del centro de masas y xcm su desplazamiento.
Esta Ec. (2) se complementa con el Primer Principio de la Termodinámica o
Ecuación de Conservación de la Enerǵıa [6], en el referencial S,

∆Kcm + ∆U = Wext +Q ; (3)

Wext =
∑
j

Wjext

donde U es la enerǵıa interna del sistema [1], Wjext es algún tipo de trabajo
realizado por fuerzas conservativas externas sobre el sistema [7], con trabajo
total Wext, y Q es el calor ([8], pp. 101-102).

En los ejercicios caracteŕısticos de Termodinámica [9] se considera la des-
cripción de un proceso (por ejemplo, una compresión adiabática reversible de
un gas) en el referencial ‘privilegiado’ S0 en el que el impulso total de las
fuerzas aplicadas sobre el sistema (en ocasiones, no se explicita la existencia
de fuerzas que, aunque aplicadas sobre el sistema, no tienen desplazamiento
asociado y no realizan trabajo) es nulo I = F∆t = 0 y el centro de gravedad
del sistema se encuentra en reposo en los estados inicial y final (al menos) de
equilibrio termodinámico. Con ∆Kcm = 0, el Primer Principio se reduce a su
expresión más conocida: ∆U = Wext +Q ([9], pp. 78-80).

Para un referencial SA que, a lo largo del eje x, se mueve con velocidad
V = (V, 0, 0) respecto del referencial S, las transformaciones Galileanas, del
trabajo de las fuerzas externas aplicadas y de la variación de la enerǵıa cinética
del centro de masas, permiten demostrar que, de acuerdo con el Principio de
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Relatividad de Galileo, la Segunda Ley de Newton y el Primer Principio de la
Termodinámica se expresan, en forma covariante, en SA como [10]:

∆KcmA = F ·∆xcmA ,

∆KcmA + ∆U = WextA +Q ,

donde las magnitudes correspondientes son medidas en SA y donde masas,
fuerzas, intervalos de tiempo, impulso I, variación de momento lineal ∆p,
enerǵıa interna ∆U y calor Q son invariantes Galileanos [3] y donde veloci-
dad vA = v − V , desplazamiento ∆xcmA = ∆xcm − V∆t, enerǵıa cinética
∆KcmA = ∆Kcm − V∆p y trabajo WextA = Wext − V I, tienen sus correspon-
dientes transformaciones Galileanas [11].

Es interesante constatar que si las fuerzas que se aplican sobre el sistema
tienen un origen electromagnético, obteniéndose alguna fuerza F mediante la
aplicación de la fuerza de Lorentz

F = q (E + v ×B) ,

(q carga eléctrica, E, campo eléctrico, B campo magnético) ([12], Sec. 19.7 y
Sec. 22.2), el formalismo completo no es ni covariante – bajo transformaciones
de – Galileo (la fuerza de Lorentz no es covariante Galileo) ni covariante –
bajo transformaciones de – Lorentz (el formalismo termodinámico anterior no
es covariante Lorentz), incumpliéndose el Principio de Relatividad de Einstein.

Una vez hechas estas consideraciones sobre lo que constituye una Ter-
modinámica Relativista Galileana , incompatible con las interacciones elec-
tromagnéticas, parece necesario avanzar en la obtención de un formalismo
para el Primer Principio de la Termodinámica expresado de acuerdo con los
principios de la Relatividad Especial de Einstein [3], lo que constituiŕıa una
Termodinámica Relativista Lorentziana, ya compatible con las interacciones
electromagnéticas.

En este art́ıculo se resuelve el ejercicio de la compresión isoterma (no cuasi-
estática) de un gas ideal en el referencial S0 en el que el sistema como un
todo se encuentra en reposo, y en un referencial SA, en configuración estándar
(Apéndice A) respecto de S0, utilizando el formalismo de Minkowski de 4-
vectores para expresar el Primer Principio de la Termodinámica y las mag-
nitudes que en él aparecen. El formalismo previamente desarrollado tiene
elementos en común con el desarrollado por Arzeliès [13], Van Kampen [14]
y Hamity [15], posteriormente formalizados en el marco de la Formulación
Aśıncrona [16] de la Termodinámica Relativista.

En la Sec. 2 se desarrolla el formalismo de Termodinámica Relativista,
basado en: (i) el Principio de Inercia de la Enerǵıa, (ii) la Formulación
Aśıncrona y (iii) el Principio de Similitud. En la Sec. 3 se obtiene el Primer
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Principio de la Termodinámica, en su forma covariante (bajo transformaciones
de) Lorentz, ∆Uµ = Wµ+Qµ, con la obtención previa de los 4-vectores función
enerǵıa Uµ, trabajo de configuración Wµ, éste con un origen electromagnético,
y calor Qµ. En la Sec. 4 se aplica el formalismo desarrollado al análisis del
proceso de compresión isoterma de un gas ideal en los referenciales S0 y SA,
en configuración estándar con el primero. Las fuerzas aplicadas sobre el gas se
modelizan mediante émbolos, sobre los que se ha localizado una carga eléctrica,
situados en un campo eléctrico. Finalmente, en la Sec. 5 se obtienen algunas
conclusiones respecto al formalismo de Termodinámica Relativista desarro-
llado y se hacen algunos comentarios al respecto. Aunque se supone que el
lector está familiarizado con el formalismo de 4-vectores de Minkowski de la
Teoŕıa Especial de la Relatividad [17], por razones de autocontenido, en el
Apéndice A se hace un resumen de las propiedades de los 4-vectores y se
especifica el ‘tensor métrico’ gνµ y el 4×4-tensor para la ‘transformación de
Lorentz’ , Lµν (V ), utilizados en el desarrollo del formalismo.

Debido a su temática, se considera que este art́ıculo puede ser de interés
para alumnos universitarios interesados en los fundamentos de la F́ısica, con los
únicos requisitos de conocimientos de Termodinámica y de la Teoŕıa Especial
de la Relatividad. Dada la amplitud de los conceptos implicados, el art́ıculo
constituye, en cierta manera, una revisión del formalismo general de la F́ısica
Clásica.

2 Termodinámica Relativista. Formalismo

Se puede considerar que el objetivo de una Termodinámica Relativista es des-
cribir el comportamiento de cuerpos compuestos, extensos y deformables, me-
diante el mismo formalismo de 4-vectores de Minkowski (Ap. A) que se aplica
a part́ıculas elementales [17] (Sec. 2.3). En la Mecánica Clásica la aplicación
de las Leyes de Newton a sistemas extensos, deformables o abiertos, exige
hacer consideraciones adicionales – las ecuaciones de Poinsot-Euler para la
rotación ([18], pp. 236-238) en el caso de cuerpos ŕıgidos–, o introducir con-
ceptos termodinámicos – enerǵıa interna, temperatura, etc. en el caso de
sistemas deformables–. En la aplicación de la Teoŕıa Especial de la Relativi-
dad a cuerpos extensos, y debido a la Ecuación de Einstein, toda forma de
enerǵıa contribuirá a la inercia del sistema (un cuerpo en rotación tendrá más
inercia que el mismo cuerpo sin girar y un cuerpo a alta temperatura tendrá
más inercia que el mismo cuerpo a menor temperatura [19]) y la inercia de un
sistema [20] jugará un papel semejante en sistemas extensos al de la masa en
part́ıculas elementales, pero, bajo condiciones muy generales, aplicándose las
mismas ecuaciones en cada caso.

4



2.1 Principio de Inercia de la Enerǵıa

Dado un sistema, con varios componentes, extenso, deformable, a partir de
la interpretación más general de la ecuación de Einstein E0 = mc2, se puede
enunciar el siguiente principio:

Hipótesis de Einstein o Principio de la Inercia de la Enerǵıa
[21]: para un sistema en completo equilibrio termodinámico, todas
sus formas de enerǵıa, relativ́ısticamente expresadas en un refe-
rencial S0 en el que el sistema se encuentre en reposo (momento
lineal nulo), contribuyen a la función enerǵıa U del sistema, y a su
inercia M, con la ecuación de Einstein expresada como:

M = Uc−2 . (4)

p

n

hν

A

N

e

hν‘

Figura 1: Formación de un átomo (A) a partir de su núcleo (N), previamente formado
a partir de protones y neutrones, y de electrones (e), situados previamente en el
infinito. La inercia del núcleoMN = UNc

−2 es menor que la suma de las inercias de sus
componentes UN = 6mpc

2 +4mn,MA = UNc
−2−|∆MN|, debido a la enerǵıa liberada

en forma de fotones ∆MN = − (8hν′) c−2 cuando se forma el núcleo. La inercia
del átomo MA = UAc

−2 es menor que la suma de las inercias de sus componentes
U = 6mec

2 +MNc
2, MA = UAc

−2 − |∆MA|, debido a la enerǵıa liberada en forma
de fotones ∆MA = − (8hν) c−2 cuando se forma el átomo.

Se puede definir también la inercia (se prefiere utilizar el término inercia, en
lugar de masa [20], para evitar confusiones)M de un cuerpo como [22](Fig. 1):

La inercia M de un cuerpo extenso es igual a la suma de las
masas tabuladas de todas sus part́ıculas elementales componentes
(protones, neutrones y electrones) m0:

m0 =
∑
j

mp +
∑
k

mn +
∑
l

me ,

con enerǵıa asociada U = m0c
2, menos la enerǵıa mı́nima Ũ , divi-

dida por c2, necesaria para separar dichas part́ıculas elementales y
situarlas a gran distancia unas de otras (Sec. 3.1):

M =
(
U − Ũ

)
c−2 = m0 − Ũc−2 .
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Aunque no es habitual definir la enerǵıa interna en los libros de texto de
Termodinámica (normalmente se habla de que la enerǵıa interna es una función
de estado del sistema, pero sólo se calculan sus variaciones), las magnitudes
función enerǵıa y enerǵıa interna [1], coinciden si se consideran expĺıcitamente
las enerǵıas asociada a las masas mj de las part́ıculas constituyentes del sis-
tema (

∑
jmjc

2) y sus enerǵıas de enlace nuclear, electrónico, etc., (Sec. 3.1)
además de las enerǵıas (enerǵıa cinética interna, enerǵıa de enlaces qúımicos,
etc.) que habitualmente se asocian a la enerǵıa interna termodinámica [7].
Esta definición de función enerǵıa es tan general que se puede aplicar incluso
a sistemas formados por radiación térmica (fotones) [24] (Sec. 3.3.1).

∆x1

F
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xi1
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y1
v
1

F
4
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S
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v
3

F
3

yf3
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4

∆y
3
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t∆

t∆

t∆

∆τ2

∆τ3
∆τ1

∆τ4

Figura 2: Fuerzas Fk (k = 1, 2, 3, 4) aplicadas, con impulso y torque nulos, sobre
un sistema deformable durante un intervalo de tiempo ∆t medido en el referencial
S0 en el que el sistema (c.g.) se encuentra en reposo, al menos, en sus estados de
equilibrio inicial y final. Cada émbolo, con desplazamiento ∆rk = rfk − rik (r ≡
x, y, z) y desplazado con velocidad vk, tiene su particular tiempo propio ∆τk. El
4-vector velocidad vµk asociado al desplazamiento del k-ésimo émbolo viene dado por
vµk = ∆rµk/∆τk, con ∆rµk = rµfk − r

µ
ik = {∆xk,∆yk,∆zk, c∆t}.

2.2 Formulación Aśıncrona

En la Formulación Aśıncrona [25] de la Termodinámica Relativista se ad-
mite que existe un referencial privilegiado S0, en el cual todas las fuerzas que
se ejercen sobre el sistema se aplican simultáneamente, es decir, durante el
mismo intervalo de tiempo ∆t = tf − ti y en el que el sistema, como un todo,
permanece en reposo (al menos instantáneamente) ([26], p. 41). Se admite que
en este referencial privilegiado S0 un observador lleva a cabo el experimento
correspondiente y que en él se miden todas las magnitudes necesarias para la
descripción del mismo (Fig. 2). Tal y como se indica en la Ref. [26](pp. 3-4),
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un ‘observador’ es un sistema completo de recogida de información, un sistema
inercial de coordenadas espacio-temporal, con todos sus relojes sincronizados,
que registra la posición (x, y, z) y el instante t de cada suceso. Cada ‘obser-
vación’ hecha por el observador inercial se corresponde con el acto de asignar
las coordenadas x, y, z de la localización en que ha tenido lugar y el tiempo t
indicado por un reloj situado en (x, y, z) cuando el suceso ha ocurrido.

En esta Formulación Aśıncrona, un observador en el referencial SA no in-
tenta realizar un experimento similar al realizado en S0 (esta forma de proceder
constituiŕıa una Formulación Śıncrona [27]) sino que se refiere exactamente al
mismo experimento [28] realizado en S0.

Esta forma de proceder por parte del observador en SA, implica, inevitable-
mente, que dos sucesos que sean simultáneos en S0 ya no sean simultáneos –
serán aśıncronos – en SA (efecto relativista de pérdida de la simultaneidad)
[25]. Utilizando 4-vectores se puede enunciar el:

Principio de la Formulación Aśıncrona [28]: Existe un refe-
rencial privilegiado S0 en el cual todas las fuerzas que se ejercen
sobre el sistema se aplican simultáneamente. Si en S0 se define un
4-vector Aµ = Bµ + Cµ, donde Bµ se define para el suceso xµ1 =
{x1, y1, z1, ct1} y Cµ se define para el suceso xµ2 = {x2, y2, z2, ct2},
con xµ1 6= xµ2 , pero con t2 = t1, como:

Aµ(xµ1 [t1], x
µ
2 [t1]) = Bµ(xµ1 [t1]) + Cµ(xµ2 [t1]) ,

entonces la magnitud Aµ(xµ1 [t1], x
µ
2 [t1]) en S0 es la misma magni-

tud que AµA(xµ1,A[t1A], xµ2,A[t2A]) en SA cuando todos los 4-vectores
con sub́ındice A se obtengan de los correspondientes 4-vectores sin
sub́ındice utilizando la transformación de Lorentz.

La denominación de ‘referencial privilegiado’ [privileged observer ([25], p. 746)]
para S0 puede parecer poco afortunada, pues sugiere una preferencia entre
referenciales aparentemente incompatible con el Principio de Relatividad. En
realidad, la elección del referencial S0 se debe: (i) a que es necesario asegurar
que exista al menos un referencial relativista en el que se cumpla la condición
de simultaneidad en la aplicación de las fuerzas y tal que en el ĺımite de ba-
jas velocidades se recupere la descripción Galileo-Newtoniana, una condición
siempre exigible, y (ii) a que es necesario asegurar que si el torque de las fuerzas
aplicadas es nulo en un referencial, lo sea también en los demás referenciales
[29]. Si la descripción de las fuerzas aplicadas se hace en un referencial en el
que el cuerpo se encuentra en movimiento, no hay, en general, garant́ıas de
que exista un referencial en el que se pueda recuperar la descripción Galileo-
Newtoniana. Algo semejante, elegir un referencial privilegiado que permita
una equiparación con la descripción clásica, será necesario hacer respecto al
calor (Sec. 3.3) (en cuya descripción clásica ni siquiera se contempla la posi-
bilidad de que pueda llegar a tener momento lineal asociado) en una genera-
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lización al intercambio de enerǵıa en forma de radiación térmica (Sec. 3.3) de
la Formulación Aśıncrona original.

2.3 Principio de Similitud

Cuando se estudian sistemas extensos, formados por muchas part́ıculas, y de-
formables, diferentes autores ([30], Cap. 13) han encontrado que se obtienen
descripciones coherentes si se considera que las relaciones entre el momento
lineal total p, la velocidad v y la enerǵıa total E de un cuerpo extenso for-
mado por muchos componentes, se relacionan entre ellas como las mismas
magnitudes p y E para una part́ıcula elemental,

p =
E

c2
v ,

y que p y E se transforman entre referenciales inerciales mediante transfor-
maciones de Lorentz igual que lo hacen para una part́ıcula elemental. Estas y
otras observaciones [31], llevan a enunciar el:

Principio de Similitud [3]: cuando los procesos llevados a cabo
sobre un cuerpo extenso permitan asegurar que se cumple en todo
momento el Principio de Inercia de la Enerǵıa, se podrá considerar
que la expresión matemática de una ley de la f́ısica será la misma
tanto si dicha ley se refiere a una part́ıcula elemental, caracteri-
zada por su masa m, como si se refiere a un sistema compuesto,
caracterizado por su función enerǵıa U , y su inercia M, que bajo
las circunstancias anteriores, estaŕıan bien definidas a lo largo del
proceso.

La forma de interpretar el Principio de Similitud es la siguiente. Las únicas
ecuaciones básicas de f́ısica que pueden considerarse correctas son aquellas
aplicadas a part́ıculas elementales. La Ecuación de la Fuerza de Lorentz F =
q(E + v × B), la Segunda Ley de Newton Clásica, F = ma, y ecuaciones
relativistas como E2 = m2c4 + c2p2 o p = (E/c2)v, etc., se aplican con
seguridad a part́ıculas elementales de masa tabulada m y carga eléctrica q,
pues todas las magnitudes implicadas están bien definidas, E = γ(v)mc2, p =
γ(v)mv, etc., los campos eléctricos y magnéticos, etc., y las fuerzas aplicadas
tienen carácter local, aplicándose todas ellas en el mismo punto. Del mismo
modo, la transformación de un 4-vector Cµ = Aµ+Bµ o Cµ = c−1qEµν vν , etc.,
entre referenciales inerciales, S0 y SA en configuración estándar, se puede llevar
a cabo utilizando la transformación de Lorentz Lµν (V ), con CµA = Lµν (V )Cν ,
donde CµA = AµA + Bµ

A, etc., es el mismo 4-vector en el referencial SA que el
4-vector Cµ en S0, pues todos ellos están (bien) definidos localmente.

En el caso de un cuerpo extenso y deformable (un núcleo atómico de Ni,
un gas encerrado en un sistema cilindro-pistón, una esfera de Fe, etc.), si se
quieren aplicar con seguridad estas mismas ecuaciones, y se quiere utilizar la
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misma transformación de Lorentz, la aplicación de una serie de fuerzas, con
carácter no local, pues fuerzas diferentes se pueden aplicar en diferentes partes
del cuerpo extenso (Fig. 2), se debe llevar a cabo de acuerdo con los métodos
de la Formulación Aśıncrona y de tal manera que se garantice que a lo largo
del proceso considerado se cumple en todo momento el Principio de Inercia
de la Enerǵıa. Es decir, en el caso de un cuerpo extenso y deformable los
procesos se deben llevar a cabo de tal manera que durante la realización de
los mismos el cuerpo se comporte realmente como un todo. Cuando se haya
garantizado el cumplimiento del Principio de Inercia de la Enerǵıa se podrá
aplicar el Principio de Similitud, utilizando para la descripción de los procesos
llevados a cabo sobre dicho cuerpo extenso ecuaciones y transformaciones de
4-vectores no definidos localmente, que, en puridad, sólo se pueden aplicar con
seguridad a part́ıculas elementales y en procesos locales.

Sea un gas contenido en un sistema cilindro-pistón. Si las fuerzas apli-
cadas sobre el pistón dan lugar a que éste de desplace con una velocidad vk,
y esta velocidad vk es mayor que la de la velocidad del sonido en el gas, vs,
con un tiempo caracteŕıstico de relajación del sistema tC dependiendo de las
dimensiones lineales L del sistema, tC ≈ L/vs, vk � vs, dejará de cumplirse
el Principio de Inercia de la Enerǵıa, pues habrá partes del sistema que no
notarán las fuerzas aplicadas, no contribuirán a la inercia del sistema y éste
no se comportará como un todo. La descripción de los procesos a intervalos
de tiempo más pequeños que el tiempo caracteŕıstico no se podrá hacer de
acuerdo con un formalismo que utilice el Principio de Similitud y tendrá que
recurrirse a otros formalismos [32]. Del mismo modo, si un cuerpo tiene di-
mensiones lineales tan grandes que una perturbación sobre el mismo tiene un
tiempo de relajación caracteŕıstico muy grande para llegar a todo el sistema,
el formalismo basado en el Principio de Similitud no podrá ser aplicado a in-
tervalos de tiempo menores que éste [33].

Por ejemplo, para un cuerpo a temperatura T , con función enerǵıa U ≡ U(T )
(no se considera la dependencia de U con el volumen), y M(T ) = U(T )c−2,
que es la enerǵıa total del sistema en el referencial S0 en el que el sistema se
encuentra en reposo, que se mueve con velocidad v (unidimensional) en un
cierto referencial SA, su momento lineal pA y su enerǵıa total EA vienen dadas
por:

pA = γ(v)M(T )v = γ(v)
U(T )

c2
v ,

EA = γ(v)U(T ) = γ(v)M(T )c2 ,

pA =
EA

c2
v .

Estas ecuaciones constituyen la generalización de las definiciones pA = γ(v)mv
y EA = γ(v)mc2 para el momento lineal y la enerǵıa total de una part́ıcula ele-
mental de masa m y velocidad v. La enerǵıa total EA de un sistema compuesto
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se expresa como [22]:

E2
A = [U(T )]2 + c2p2A = [M(T )]2c4 + c2p2A . (5)

Esta Ec. (5) es la generalización en este contexto termodinámico de la ecuación
E2

A = m2c4 + c2p2A para una part́ıcula elemental.
Para una part́ıcula elemental de masa m, su enerǵıa cinética se define como

KA = [γ(vA)− 1]mc2 = EA −mc2. Para un cuerpo formado por j part́ıculas
(o cuerpos extensos) de inercia Mj , no interaccionantes, con velocidades res-
pectivas vj en el referencial S0, se tienen un momento lineal total p nulo (por
definición de S0), una enerǵıa total E, una función enerǵıa U , una inerciaM,
y una enerǵıa cinética interna (enerǵıa cinética en el referencial S0 en el que
el momento lineal total del sistema es cero) KI dados por:

p =
∑
j

γ(vj)Mjvj = 0 ,

E =
∑
j

γ(vj)Mjc
2 ,

U = E ,

M = c−2U =
∑
j

γ(vj)Mj ,

KI =
∑
j

[γ(vj)− 1]Mjc
2 = E − U ; U =

∑
j

Mjc
2 6=Mc2

Considerando las transformaciones relativistas ([17], pp. 264-265)(Sec. 4.2):

γ(vjA) = γ(V )γ(vj)

(
1− vjV

c2

)
,

γ(vjA)vjA = γ(V )γ(vj) (vj − V ) ,

donde vjA es la velocidad en SA de un componente que se mueve con velocidad
vj en S0, para un observador en SA se tendrá un momento lineal pA, una
enerǵıa total EA y una enerǵıa cinética total KA, dados por:

pA =
∑
j

γ(vjA)MjvjA = −γ(V )MV ,

EA =
∑
j

γ(vjA)M|c2 = γ(V )Mc2 ,

KA =
∑
j

[γ(vjA)− 1]Mjc
2 = EA − U = [γ(V )− 1]Mc2 +KI .

Las ecuaciones en SA de pA y EA son las correspondientes a una part́ıcula
elemental, siempre que se pueda asegurar que al cuerpo se le puede asignar una
inercia M en cada momento. La enerǵıa cinética total KA es igual a la suma
como un todo de un cuerpo de inerciaM que se mueve con velocidad V , más
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la enerǵıa cinética interna KI, lo que constituye la generalización relativista
del Teorema de Köning clásico ([23], p. 198).

Para aquellas ecuaciones en las que intervengan magnitudes que se refieran
a propiedades colectivas de un sistema (temperatura, presión, viscosidad, etc.),
por ejemplo, la ecuación térmica de estado de un gas ideal PV = nRT , se
deberá recurrir a otro tipo de razonamientos para obtener las correspondientes
ecuaciones relativistas.

3 Primer Principio de la Termodinámica. Cova-
riante Lorentz

El Principio de Inercia de la Enerǵıa junto con el Principio de Similitud im-
plican: (i) que la formulación en forma de 4-vectores, covariante Lorentz, del
Primer Principio de la Termodinámica, debe tener la misma forma funcional
que el Primer Principio de la Termodinámica Clásica y (ii) debe ser válida en
procesos en los que la descripción relativista completa de los fenómenos exija
que intervengan fotones.

3.1 Función enerǵıa de diferentes cuerpos

La función enerǵıa U de un sistema formado por muchos componentes, por
ejemplo, átomos, –que, a su vez, van a estar formados por otros componentes,
más básicos, núcleo y electrones en interacción electromagnética, con el núcleo,
a su vez, formado por protones y neutrones unidos mediante la interacción
fuerte (no se va a considerar el interior de los protones o los neutrones [34])
– es una función de estado, pero no es una función aditiva de las part́ıculas
elementales que forman el sistema [35, 36], pues va a depender de cómo se
encuentren interaccionando dichas part́ıculas elementales. Por tanto, para un
sistema compuesto esta función debe ser obtenida secuencialmente a partir de
sus part́ıculas elementales componentes.

1. Las constantes universales (c, h (Planck), kB (Boltzmann), etc.) son
invariantes relativistas [37].

2. Protones, neutrones y electrones (tomados como part́ıculas elementales;
se considera que en los procesos que se van a estudiar, estas part́ıculas
elementales nunca son aniquiladas y que siempre se encuentran en el
mismo estado) contribuyen a la función enerǵıa como Up = mpc

2, Un =
mnc

2, Ue = mec
2, donde mp es la masa del protón, etc.

3. La función enerǵıa UN del núcleo atómico A
ZN de un átomo A

ZA, de número
atómico Z y número másico A, viene dada por:

UN = Zmpc
2 + (A− Z)mnc

2 −
∣∣∣ŨN

∣∣∣ ,
11



donde la inercia del conjunto MN = UNc
−2 es menor [33], debido a la

interacción fuerte, que la suma de las masas de sus part́ıculas elementares
constituyentes, protones, (mp) y neutrones (mn), en una cantidad ŨNc

−2,
igual a la enerǵıa liberada en la formación del núcleo, dividida por c2

[19] (Fig. 1).

4. En la formación de un átomo A
ZA, intervienen Z electrones mediante

interacción electromagnética con el núcleo formado con anterioridad
(Fig. 1). La función enerǵıa de un átomo UA (inerciaMA) con un núcleo
con Z protones, A− Z neutrones y Z electrones

UA = UN + Zmec
2 −

∣∣∣ŨA

∣∣∣ , (6)

donde ŨA es la enerǵıa de enlace (negativa) liberada por el átomo al
formarse [38], la misma enerǵıa que hay que aportar si se quieren arrancar
a todos los electrones del núcleo.

5. Para un sistema formado por un conjunto de componentes no interac-
cionantes [39], por ejemplo, un mol de átomos de He a alta temperatura
encerrados en un recipiente, la inercia del sistema es igual a la suma de
las enerǵıas totales de sus componentes, dividida por c2 (Sec. 4.1).

6. Para la radiación térmica contenida en una cavidad (conjunto de fotones
térmicos) [40] su inercia es igual a la suma de las enerǵıas de dichos
fotones [41], dividida por c2. La enerǵıa emitida por un cuerpo en forma
de radiación térmica se trata como radiación térmica en una cavidad [42]
(Sec. 3.3).

3.1.1 El 4-vector función enerǵıa Uµ

En el referencial S0, en el que el momento lineal del sistema es cero, el 4-vector
función enerǵıa, Uµ, viene dado por [21]:

Uµ = {0, 0, 0, U} =
{

0, 0, 0,Mc2
}
.

Para un observador en un referencial SA se tendrá que el 4-vector UµA es
(Ap. A):

UµA = Lµν (V )Uν ,

donde Lµν (V ) es el 4×4-tensor de la transformación de Lorentz para la con-
figuración estándar. Con UµA = {cpA, 0, 0, EA}, el observador en SA asigna al
cuerpo un momento lineal pxA –de acuerdo con el Principio de Inercia de la
Enerǵıa– y una enerǵıa total EA dadas por:

pxA = −γ(V )
U

c2
V = −γ(V )MV ,

EA = γ(V )U ,
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con la norma invariante (Ap. A) del 4-vector UµA dada por:

||UµA || =
[
E2

A − c2p2xA
]1/2

= U .

La enerǵıa total EA es la suma de la enerǵıa cinética, KA = [γ(V )− 1]U y
la función enerǵıa U . Es precisamente la transformación de Lorentz la que
pone de manifiesto cómo la función enerǵıa contribuye al momento lineal del
sistema y, por tanto, a su inercia.

3.2 Trabajo de configuración

Para poder aplicar la Formulación Aśıncrona, en el referencial privilegiado
S0, el conjunto de k fuerzas externas Fk = (Fxk, Fyk, Fzk) se aplican todas
ellas simultáneamente durante un mismo intervalo de tiempo [16] ∆t, con
desplazamiento ∆rk = (∆xk,∆yk,∆zk) para la k-ésima fuerza, Fk (Fig. 2).

En el referencial S0, para la k-ésima fuerza aplicada sobre el k-ésimo pistón,
el 3-vector impulso Ik = (Ixk, Iyk, Izk), Ik = Fk∆t y el escalar trabajo (to-
das las fuerzas son conservativas) δWk, δWk = Fk · dxk (producto ‘fuerza-
desplazamiento’ [43]), vienen dados por

Ik = (Fxkdt, Fykdt, Fzkdt) ,

δWk = Fk · drk = Fxkdxk + Fykdyk + Fzkdzk ,

3.2.1 El 4-vector trabajo Wµ

En el contexto de la formulación de Einstein de la teoŕıa electromagnética ([44],
Sec. 7.1), para una part́ıcula puntual, con carga eléctrica q, que se mueve con
velocidad v = (vx, vy, vz), v = |v|, con 4-vector velocidad vµ = γ(v) {vx, vy, vz, c},
en un campo eléctrico E = (Ex, Ey, Ez) caracterizado por el 4×4-tensor mixto
Eµν = gνχEχµ ([17], Part IV):

Eµν =


0 0 0 Ex
0 0 0 Ey
0 0 0 Ez
Ex Ey Ez 0

 ,

se define el 4-vector fuerza de Minkowski Fµ como:

Fµ =
q

c
Eµν vν = γ(v)

{
qEx, qEy, qEz, c

−1 (qExvx + qEyvy + qEzvz)
}
,

Para la fuerza Fk – supuesta constante –, que actúa sobre el k-ésimo émbolo
(Fig. 2), se puede suponer que dicha fuerza viene producida por un campo
eléctrico Ek que actúa sobre una part́ıcula de carga q depositada sobre dicho
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émbolo, Fk = qEk (Sec. 4). Se define el 4-tensor Fk
νµ –doble contravariante–

campo de fuerzas ([45] Sec. 42):

Fk
νµ = qEk νµ =


0 0 0 −Fxk
0 0 0 −Fyk
0 0 0 −Fzk
Fxk Fyk Fzk 0

 .

El 4-tensor mixto Fk
µ
ν se obtiene utilizando el tensor métrico gνµ (Ap. A)

haciendo:

Fk
µ
ν = gνξFk

ξµ =


0 0 0 Fxk
0 0 0 Fyk
0 0 0 Fzk
Fxk Fyk Fzk 0

 .

Para la fuerza Fk, asociada al desplazamiento drk = (dxk, dyk, dzk) del k-
ésimo émbolo, y que actúa durante intervalo de tiempo, ∆t, se pueden obtener
dos 4-vectores: (i) el 4-vector fuerza de Minkowski Fµk y (ii) el 4-vector trabajo
δWµ

k :

1. Para el desplazamiento del k-ésimo émbolo se tiene el 4-vector velocidad
vµk dado por (Fig. 2):

vµk =
dxµk
dτk

= γ(vk) {vxk, vyk, vzk, c} ; vxk =
dxk
dt

, etc. ,

con dt = γ(vk)dτk. El 4-vector fuerza de Minkowski Fµk para la k-ésima
fuerza es:

cFµk = Fk
µ
νv

ν
k = γ(vk) {cFxk, cFyk, cFzk,Fk · vk} ,

con Fk · vk = Fxkvxk + Fykvyk + Fzkvzk.

2. El 4-vector trabajo (infinitesimal) δWµ
k para la k-ésima fuerza se define

como:

δWµ
k = Fk

µ
νdxνk ,

= {cFxkdt, cFykdt, cFzkdt, Fxkdxk + Fykdyk + Fzkdzk} ,
= {cIxk, cIyk, cIzk, δWk} ,

un 4-vector con unidades de enerǵıa. Tomando la derivada respecto del
tiempo propio dτk de δWµ

k :

δWµ
k

dτk
=

dt

dτk

δWµ
k

dt
= cFµk

con dt/dτk = γ(vk) (factor de Lorentz asociado al movimiento del k-
ésimo émbolo), se obtiene el 4-vector fuerza de Minkowski Fµk . Esta

14



forma de obtener el 4-vector Fµk mediante derivación respecto del tiempo
propio confirma que la estructura construida δWµ

k es ella misma un 4-
vector [3]. Todo dispositivo con el que el sistema pueda intercambiar
trabajo reversible, constituye un foco mecánico ([8], pp. 98-99)

Las condiciones de la Formulación Aśıncrona indican que, posteriormente a
la obtención de los 4-vectores (finitos) Wµ

k de cada una de las fuerzas aplicadas,
se puede obtener el 4-vector trabajo (impulso-trabajo) total Wµ como suma
de los 4-vectores de todas las fuerzas externas aplicadas, que debe tomar la
forma:

Wµ =
∑
k

Wµ
k = {0, 0, 0,W} ; W =

∑
k

Wk .

Para un observador en el referencial SA, el 4-vector trabajo totalWµ
A vendrá

dado por [13]:

Wµ
A = Lµν (V )W ν =

{
−cγ(V )

(
Wc−2

)
V, 0, 0, γ(V )W

}
,

con

||Wµ
A || =

[
W 2

A − c2I2xA
]1/2

= W .

3.3 Calor

Antes de obtener el calor Q (enerǵıa intercambiada como radiación térmica
([46], Sec. 9.3) por un cuerpo en algún proceso) en forma de 4-vector Qµ, se
va a considerar expresar en forma de 4-vector UµF la radiación térmica con-
tenida en una cavidad cuyas paredes se encuentran a temperatura T (sistema
termodinámico cuya densidad de enerǵıa es proporcional a la cuarta potencia
de la temperatura absoluta) ([47], Cap. 23).

Al asociar enerǵıa UF a la radiación térmica contenida en una cavidad
en el referencial S0 en el que las paredes de dicha cavidad se encuentran en
reposo, a esta enerǵıa se le debe asociar una inercia MF = UF c

−2 en un ref-
erencial SA que se mueva respecto de S0. Para dotar de significado f́ısico al
momento lineal pF = γ(V )MFV asociado a UF en SA, se va a describir la ra-
diación térmica contenida en la cavidad como un conjunto de fotones térmicos
(conjunto de fotones cuyas frecuencias siguen una distribución de Planck) [48].

Para un fotón de longitud de onda λ y frecuencia angular ω = 2π/T ,
peŕıodo T (sin confusión con la temperatura), que se propaga en la dirección
dada por el vector de onda k:

k =

(
2π

λ
cos θ,

2π

λ
sen θ, 0

)
,

(por simplicidad no se considera la dimensión z) el 4-vector vector de onda
[49] ([17], p. 249) ωµ es:

ωµ =

{
c
2π

λ
cos θ, c

2π

λ
sen θ, 0,

2π

T

}
.
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En el referencial S0, en el que las paredes de la cavidad se encuentran en re-
poso, el momento lineal del conjunto de fotones contenido en la misma es cero.
Por simplicidad de cálculo (particularmente, evitar integrales sobre frecuencias
y, posteriormente, simplificar las transformaciones relativistas de frecuencias
entre referenciales) se considera una aproximación monocromática [50], (que
tiene las caracteŕısticas más importantes de la distribución de Planck) en la que
se considera que todos los fotones tienen la misma frecuencia ν, ν(T ) = AT−1

(Ley de Wien).
Para el r-ésimo fotón, con frecuencia ν y que se mueve en la dirección

(cos θr, sen θr, 0) se tiene (λν = c, h̄ = h/2π) el 4-vector enerǵıa uµr para ese
fotón es:

uµr = h̄ωµr =

{
c

[
hν

c

]
cos θr, c

[
hν

c

]
sen θr, 0, hν

}
.

La norma de este 4-vector es ||uµr || = 0. A un fotón individual, con momento
lineal pF = hν/c y enerǵıa EF = hν, no se le asocia ni función enerǵıa ni
inercia.

En el referencial S0, el momento lineal pF = (pxF , pyF , 0), de un conjunto
de N fotones dentro de una cavidad a temperatura T , y su enerǵıa total, EF ,
son tales que:

pxF =
∑
r

hν

c
cos θr = 0 ,

pyF =
∑
r

hν

c
sen θr = 0 ,

UF (T ) =
∑
r

hν = Nhν(T ) ,

tal que el 4-vector UµF viene dado como suma de los 4-vectores de todos los
fotones –los fotones son independientes–, y

UµF =
∑
k

uµk = {0, 0, 0, UF (T )} ;UF (T ) = Nhν .

El número de fotones que, en un instante dado, se encuentran en la cavidad
es un invariante relativista [37].

La función enerǵıa de un conjunto de fotones, UF (T ), viene dada por

UF (T ) =
[
E2
F − c2p2F

]1/2
= Nhν 6= 0 ,

A la radiación térmica contenida en la cavidad se le asocia una inerciaMF =
UF (T )c−2, de acuerdo con el Principio de Inercia de la Enerǵıa [51] y el Prin-
cipio de Similitud.

Nótese que, de acuerdo con su definición, la función enerǵıa de un haz
estrecho de radiación electromagnética [52], o de un haz de fotones proveniente
de un láser [53], es nula (y su inercia es también nula).
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Figura 3: (a) Un gas contenido en un cilindro es comprimido bajo la acción de dos
émbolos dentro de una cavidad a temperatura T (proceso isotermo), respecto de la
cual se mantiene en reposo (su centro de masas se encuentra en reposo en los estados
inicial y final de equilibrio termodinámico). (b) Durante el proceso de compresión se
emiten fotones de frecuencia ν = ν(T ) con momento lineal total nulo. (c) El calor
emitido durante la compresión se modeliza como enerǵıa asociada a la radiación for-
mada por todos los fotones emitidos contenida en la cavidad UF (T ) = Nhν (cambiada
de signo).

3.3.1 El 4-vector calor Qµ

Una vez descrito mediante un 4-vector UµF el gas de fotones contenido en una
cavidad, se va a caracterizar como 4-vector Qµ el calor intercambiado por
un cuerpo. Para ello, dicho calor se tratará como un gas de fotones en una
cavidad, formado por los fotones que se emiten, o se absorben, a través de
la frontera del cuerpo (Fig. 3). Una cavidad con paredes a temperatura T ,
llena de radiación en equilibrio con dichas paredes, con la que el sistema pueda
intercambiar calor, constituye un foco térmico ([8], pp. 98-99).

Un fotón, de frecuencia ν y dirección u, emitido por un cuerpo Z, con-
tribuye con −hνu/c a la variación de momento lineal y con −hν a la variación
de enerǵıa total de Z. Un fotón absorbido por Z contribuye con +hνu/c a la
variación de momento lineal y con +hν a la variación de enerǵıa total de Z. No
hay trabajo mecánico asociado a la absorción o emisión de radiación térmica
(fotones) por parte de un cuerpo [54], pues se considera que los fotones ab-
sorbidos y los emitidos constituyen dos fases termodinámicas en equilibrio.

En el referencial S0, el 4-vector calor (momento-enerǵıa radiante) Qµ del
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sistema termodinámico cuando absorbe (+) o emite (-), N fotones de frecuen-
cia ν(T ), a un foco térmico, es:

Qµ = −UµF = {0, 0, 0,±UF (T )} ,

con UF (T ) = Nhν.
Para un observador en el referencial SA, que observa el gas de fotones

emitidos o absorbidos, es:

pFA = −γ(V )
(
UF (T )c−2

)
V = −γ(V )VMF (T ) ,

EFA = γ(V )UF (T ) = γ(V )MF (T )c2 ,

UFA(T ) = ||Qµ|| =
[
E2
FA − c2p2FA

]1/2
= UF (T ) =MF (T )c2 ,

con la función enerǵıa UF (T ) y la inercia MF (T ), invariantes relativistas. Si
el calor Q se define como la norma del 4-vector Qµ, que es igual a la enerǵıa
intercambiada en forma de fotones térmicos (momento lineal total nulo) en el
referencial S0, entonces el calor es un invariante relativista [14].

Dado un sistema termodinámico encerrado en un recipiente a temperatura
T , la materia constituyente del mismo –átomos, moléculas, etc.– debe encon-
trarse en equilibrio termodinámico (distribución de Boltzmann para los niveles
de enerǵıa de los átomos y distribución de de Maxwell para sus velocidades)
con la radiación térmica (distribución de frecuencias de Planck), siempre pre-
sente, contenida también en el sistema [55]. Debido al Principio de Inercia
de la Enerǵıa la función enerǵıa asociada a la radiación térmica, en forma
de 4-vector, y la función enerǵıa asociada al movimiento e interacción de la
materia, también en forma de 4-vector, se transforman del mismo modo para
observadores en movimiento relativo. Por tanto, sistemas que para un ob-
servador se encuentran en equilibrio termodinámico, con la radiación térmica
en equilibrio con la materia a la misma temperatura, para los demás obser-
vadores inerciales, a través del cálculo de las normas, las funciones enerǵıa y
las asignaciones de temperatura a las mismas, también estarán en equilibrio.
El equilibrio termodinámico es un invariante relativista.

3.4 Primer Principio

De acuerdo con la Generalización de la Formulación Aśıncrona de la Ter-
modinámica Relativista en relación a los 4-vectores Uµ, Wµ y Qµ se tiene
que, en las condiciones adecuadas, el formalismo del cálculo con 4-vectores
de Minkowski en Relatividad Especial se puede utilizar tanto para magni-
tudes definidas localmente como para magnitudes definidas no localmente en
un espacio-tiempo de Minkowski (sin curvatura). Es decir, para magnitudes
definidas tanto sobre part́ıculas puntuales como sobre cuerpos extensos [31].
Se eleva a la categoŕıa de principio el:
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Primer Principio de la Termodinámica [15]: para todo sistema
termodinámico, que interacciona con un foco mecánico y un foco
térmico, existe un referencial S0 en el que utilizando el Principio
de Inercia de la Enerǵıa, el Principio de la Formulación Aśıncrona
Generalizada y, en las condiciones de aplicabilidad del Principio
de Similitud, se puede escribir, con cada magnitud expresada en
forma de 4-vector, que [56]:

∆Uµ = Uµf − U
µ
i = Wµ +Qµ . (7)

3.4.1 Primer Principio en SA

Una vez se han descrito los procesos en el referencial S0, con intervalos de
tiempo, ∆t, desplazamientos, ∆x, fuerzas, F , velocidades, v, momentos, p,
enerǵıas, E, etc., medidos en dicho referencial, otro observador inercial, en el
referencial SA, en configuración estándar respecto de S0, debe expresar con sus
propias magnitudes, intervalos de tiempo, ∆tA, desplazamientos, ∆xA, fuerzas,
FA, velocidades, vA, momentos, pA, enerǵıas, EA, de aquellos procesos que ya
han sido descritos en S0, utilizando para ello ecuaciones que deben tener la
misma forma funcional que las utilizadas por el observador en S0 (Principio
de Relatividad).

En el referencial SA (configuración estándar, velocidad V ) el Primer Prin-
cipio de la Termodinámica se expresa:

∆UµA = UµfA − U
µ
iA = Wµ

A +QµA .

con los correspondientes 4-vectores en SA obtenidos mediante la transfor-
mación de Lorentz. La covarianza de las ecuaciones asegura que para un mismo
proceso siempre se obtienen resultados equivalentes en SA y en S0 (Sec. 5).

4 Compresión isoterma de un gas ideal

Un cilindro horizontal, de sección A, longitud L, se encuentra cerrado por
un émbolo (pared móvil) y una base, y contiene 1 mol, NA átomos, de He.
El sistema se comporta como un gas ideal, con Ecuación Térmica de Estado,
PV = NAkBT . El gas, inicialmente ocupando un volumen Vi, bajo presión Pi
y a temperatura T se encuentra en equilibrio termodinámico, con PiVi = RT .
(Fig.4)

Cada átomo de He –sistema auto-confinado formado por dos protones, dos
neutrones y dos electrones– (Fig. 1) es un componente del sistema y tiene una
función enerǵıa u dada por (Sec. 3.1):

u = u0 − (|ũN|+ |ũA|) , (8)

u0 = 2 (mp +me +mn) c2 , (9)

19



ν

ν

0

T

F F

∆ t

∆ t

S
0

0

L

E
T

T

∆x
L

∆x
R=-δl

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

+

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

+q -q
L R

F
L FR

Figura 4: Gas a temperatura T encerrado en un cilindro de paredes diatermas, y
dotado de un émbolo, que es comprimido bajo la acción de una fuerza FL = qE que
actúa sobre el émbolo debido a la interacción de una carga q depositada sobre el
émbolo con un campo eléctrico E entre las placas de un condensador cargado, que
se desplaza ∆xL. La base del cilindro, cerrado, se apoya en una pared. Sobre esta
base, en la que hay depositada una carga −q, se aplica una fuerza FR = −qE, con
desplazamiento asociado ∆xR = −δl. Durante el proceso de compresión, se emiten
fotones a un foco térmico a temperatura T . El proceso de compresión isoterma se
observa desde el referencial S0 en que el sistema se encuentra en reposo. Las fuerzas
se aplican simultáneamente y el conjunto de fotones emitidos tienen momento lineal
total nulo.

–mp, mp yme masas tabuladas del protón, neutrón y electrón, respectivamente–
donde ũN es la enerǵıa de enlace (negativa) del núcleo y ũA es la enerǵıa de en-
lace (negativa) del átomo. La inercia de cada componente del sistema (átomo
de He) es m = uc−2.

Como frontera del sistema se toma el propio cilindro, cuyas paredes ex-
teriores se caracterizan como diatermas. El émbolo y la base se consideran
paredes adiabáticas.

4.1 Compresión isoterma en el referencial S0

Se toma como referencial S0 aquel en el que el momento lineal del gas es
cero en todo momento, que coincide con el referencial en el que el cilindro
permanece en reposo junto con la pared en la que se encuentra fijado (Fig. 5).
Aunque el centro de gravedad del gas se va a desplazar a lo largo del proceso
de compresión, su velocidad final es cero. En el referencial S0 las fuerzas, cuya
resultante es cero, se aplican simultáneamente durante el intervalo de tiempo
∆t.

1. Función Enerǵıa. Para facilitar los cálculos, se puede aplicar, una aproxi-
mación mono-cinética, el equivalente cinético a la aproximación mono-
cromática para la radiación térmica en una cavidad. En esta aproxi-
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mación, todos los átomos que forman el gas se mueven con la misma ve-
locidad v , aunque en diferentes direcciones, v = (vx, vy, 0) – se considera
que los átomos de He se mueven en el plano x-y –, tal que v(T ) = aT 1/2

es la velocidad de los componentes del gas, siendo T la temperatura ab-
soluta del gas. La constante a se determina imponiendo que la enerǵıa
cinética de un componente sea igual a kBT , i. e., [γ(v)− 1]u = kBT .

v

v

v
He

v

T

S0

Figura 5: Sistema formado por (1 mol de) átomos de He, a temperatura T . En
la aproximación mono-cinética, cada átomo se mueve con velocidad |v| = v. En el
referencial S0 el momento lineal total del sistema es cero. Cada átomo tiene una cierta
enerǵıa cinética K = [γ(v)− 1]u, donde v(T ) = aT 1/2.

En esta aproximación mono-cinética, el momento lineal pj = (pxj , pyj , 0)
y la enerǵıa total, Ej del j-ésimo componente son:

pxj = γ(v)mvxj ,

pyj = γ(v)mvyj ,

Ej = γ(v)u .

En S0 el momento lineal inicial del sistema pi y su enerǵıa total, función
enerǵıa, Ui son:

pxi =
∑
j

pxj =
∑
j

γ(v)mvxj = 0 ,

pyi =
∑
k

pyj =
∑
j

γ(v)mvyj = 0 ,

Ui =
∑
j

γ(v)u = NAγ(v)u .

El 4-vector función enerǵıa inicial Uµi para el sistema es:

Uµi = {0, 0, 0, Ui} ; Ui = γ(v)NAu .

La dependencia de la función enerǵıa con la temperatura U(T ) = γ(v)NAu
se obtiene a partir de la dependencia de la velocidad v = v(T ) con la
temperatura. Esta enerǵıa total es, por definición (pi = 0), la función
enerǵıa del sistema, Ui = Ki+U , igual a la suma de las enerǵıas cinéticas
de los átomos de He Ki = NA [γ(v)− 1]u, y de la suma de las funciones
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enerǵıa de cada componente U = NAu.

Considerando que la temperatura (y la velocidad de los componentes
del sistema en la aproximación mono-cinética) no vaŕıa a lo largo del
proceso, el 4-vector función enerǵıa final, Uµf , es

Uµf = {0, 0, 0, Uf} = Uµi , (10)

con Uf = Ui = U(T ).

2. Trabajo. De acuerdo con la Formulación Aśıncrona, en el referencial
S0 –en el que las armaduras del condensador cargado, entre las que
se crea el campo eléctrico que se va a utilizar para mover el émbolo
y la base del cilindro, permanece en reposo–, se aplican dos fuerzas,
FR = F , sobre la base (derecha, R) del cilindro y una fuerza FL sobre
el émbolo (izquierda, L), que se desplaza sin rozamiento, tal que FL =
−FR = F . Dichas fuerzas FL y FR se aplican simultáneamente durante
el intervalo de tiempo ∆t. El conjunto del condensador cargado, entre
cuyas placas se mantiene una diferencia de potencial constante, y la
bateŕıa eléctrica que mantiene constante dicha diferencia de potencial,
constituye un foco mecánico, con el que el gas puede intercambiar trabajo
de forma reversible ([9], pp. 60-62). En la Fig. 4 se muestra el proceso
de compresión del gas encerrado en el cilindro bajo la acción de un
campo eléctrico E = (E, 0, 0) que actúa durante un intervalo de tiempo
∆t sobre una carga +q depositada sobre el émbolo L, que se desplaza
una distancia ∆xL = ∆x y por la acción del mismo campo sobre una
carga −q depositada sobre la base R, con desplazamiento ∆xR = δl ≈ 0.
El campo eléctrico aplicado viene caracterizado por el 4-tensor campo
electromagnético Eµν = gνξEξµ dado por:

Eµν =


0 0 0 E
0 0 0 0
0 0 0 0
E 0 0 0

 ,

Con los 4-vectores desplazamiento ∆xµR y ∆xµL dados por:

∆xµR = {−δl, 0, 0, c∆t} ,
∆xµL = {∆x, 0, 0, c∆t} ,

los trabajos realizados por el émbolo y la base sobre el gas se obtienen
haciendo:

Wµ
L = qEµν ∆xνL = {cqE∆t, 0, 0, qE∆x} ,

Wµ
R = −qEµν ∆xνR = {−cqE∆t, 0, 0, qEδl} ,
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con la componente temporal de estos 4-vectores igual al trabajo realizado
por las respectivas fuerzas.

En S0 el impulso I de las fuerzas aplicadas es nulo, y el trabajo de las
fuerzas externas aplicadas, con desplazamientos respectivos ∆xR = −δl
(δl ≈ 0) y ∆xL = ∆x, es:

W = FL∆xL + FR∆xR = qE (∆x+ δl) .

El 4-vector trabajo (impulso-trabajo) Wµ en S0 es:

Wµ = Wµ
L +Wµ

R = {0, 0, 0, qE (∆x+ δl)} . (11)

3. Calor. El sistema se encuentra en contacto diatermo con un foco térmico
a temperatura T . En todo momento el sistema se encuentra en reposo
en S0 y respecto de la radiación de fondo (o de las paredes que pro-
ducen la radiación que se comporta como foco térmico). Durante la
lenta compresión del gas, se emite radiación térmica en forma de fo-
tones de frecuencia ν. Esta frecuencia es la misma frecuencia ν que,
en la aproximación monocrómática, tienen los fotones asociados al foco
térmico. Sin pérdida de generalidad se puede admitir que desde las pare-
des diatermas del cilindro se emiten N/2 fotones en dirección θ+ = π/2
y otros N/2 fotones de la misma frecuencia en dirección θ− = −π/2
(Fig. 4). El momento lineal total pF = (pxF , pyF , 0) de este conjunto de
fotones es:

pxF = 0 ,

pyF =
N

2
hν sen θ+ +

N

2
hν sen θ− = 0 .

La enerǵıa total, que con pF = 0 es la función enerǵıa, Up asociada a los
fotones emitidos como resultado de la compresión, es:

UF = Nhν .

El 4-vector de transferencia de enerǵıa por radiación térmica (calor) Qµ

es:
Qµ = {0, 0, 0,−Nhν} . (12)

4. Por la aplicación del Primer Principio, Uµf − U
µ
i = Wµ + Qµ , con los

4-vectores obtenidos previamente, Ecs. (10), (11) y (12), se tiene como
única ecuación que, qE (∆x+ δl)−Nhν = 0. Es decir,

Nhν = qE (∆x+ δl) . (13)

El trabajo de configuración realizado por las fuerzas externas, es el que
proporciona la enerǵıa necesaria para la emisión de radiación térmica en
forma de fotones.
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4.2 Compresión isoterma en el referencial SA

El observador en SA podŕıa obtener los 4-vectores correspondientes, UµiA, UµfA,

Wµ
A y QµA llevando a cabo medidas de las diferentes magnitudes implicadas –tal

y como se han medido en S0–, desplazamientos, ∆xA, intervalos de tiempo,
∆tA, velocidades de los componentes del sistema, vA, fuerzas aplicadas, FA, fre-
cuencias de fotones, νA, etc., en su propio referencial. Se admite que cuando el
observador en SA lleve a cabo la medida experimental de alguna magnitud rela-
cionada con el experimento en S0, obtendrá el mismo resultado que obtendŕıa
aplicando la transformación de Lorentz al 4-vector correspondiente [10].

1. Función enerǵıa. La velocidad vA = (vxA, vyA, 0), vA = |vA|, se obtiene
a partir de la velocidad correspondiente v = (vx, vy, 0), v = |v| en S0

mediante las transformaciones relativistas:

vxA =
vx − V

1− vxV/c2
, (14)

vyA =
vyγ
−1(V )

1− vxV/c2
. (15)

Imponiendo la condición de que el 4-vector velocidad en SA vµA y el 4-
vector velocidad en S0 v

µ estén relacionados como:

vµA = γ(vA) {vxA, vyA, vzA, c} ,
vµ = γ(v) {vx, vy, vz, c} ,
vµA = Lµν (V )vν ,

igualando componente a componente, se obtienen las relaciones [10]:

γ(vA) = γ(v)γ(V )

[
1− vxV

c2

]
, (16)

γ(vA)vxA = γ(v)γ(V ) (vx − V ) , (17)

γ(vA)vyA = γ(v)vy . (18)

En el referencial S0, por cada átomo de He j con velocidad vj = (vxj , vyj , 0)
existe otro átomo de He n, con velocidad opuesta vn = (vxn, vyn, 0) =
(−vxj ,−vyj , 0), lo que asegura un momento lineal nulo en S0.

Utilizando las Ecs. (14)-(15) junto con las expresiones Ecs. (16)-(18),
es fácil calcular la contribución al momento lineal y a la enerǵıa total
medidas en SA, de cada par (j − n). Sumando estas contribuciones para
las NA/2 parejas, la contribución de todos ellos al momento lineal total
piA y a la enerǵıa total EiA en SA es:

pixA =
∑
j

γ(vjA)uvxjA = −γ(V )

[
γ(v)NAu

c2

]
V ,
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piyA =
∑
j

γ(vjA)uvyjA = 0 ,

EiA =
∑
j

γ(vjA)uc2 = γ(V ) [γ(v)NAu] ,

donde vjA = (vxjA, vyjA, 0) es la velocidad, inicial, de la j-ésima part́ıcula
en SA. Con UµiA = {cpiA, 0, 0, EiA}, se tiene

UµiA = {−cγ(V )MV, 0, 0, γ(V )U(T )}

donde M = γ(v)NAuc
−2 = U(T )c−2 , es la inercia que el observador

en SA asocia al sistema. Éste es el mismo 4-vector UµiA que puede ser
obtenido mediante la transformación de Lorentz aplicada a Uµi , es decir,
UµiA = Lµν (V )Uνi .

Lo mismo que se ha hecho para UµiA se puede hacer para obtener UµfA,

UµfA = Lµν (V )Uνf con:

UµfA = {−cγ(V )MV, 0, 0, γ(V )U(T )} = UµiA . (19)
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Figura 6: Proceso de compresión isoterma dado en Fig. 4, descrito desde el punto de
vista de un observador en el referencial SA en configuración estándar, con velocidad
V respecto del referencial S0. La fuerza FRA tiene asociado el desplazamiento ∆xRA

y la fuerza FLA tiene asociado el desplazamiento ∆xLA. Las fuerzas FRA y FLA no
se aplican ni simultáneamente ni durante el mismo intervalo de tiempo y se tiene
un impulso neto aplicado sobre el gas. Los fotones se emiten con frecuencia νA y
formando un ángulo θA con la horizontal. El calor QA lleva asociado momento lineal
no nulo.

2. Trabajo. Para obtener el 4-vector Wµ
A en SA se pueden utilizar las

transformaciones relativistas de desplazamientos, intervalos de tiempo
y fuerzas. En SA se tienen los 4-vectores desplazamientos respectivos
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asociados a las fuerzas FR y FL:

∆xµRA = Lµν (V )∆xνR =

{
−γ(V ) [−δl − V∆t] , 0, 0, cγ(V )

[
∆t+

V

c2
δl

]}
,

∆xµLA = Lµν (V )∆xνL =

{
−γ(V ) [∆x− V∆t] , 0, 0, cγ(V )

[
∆t− V

c2
∆x

]}
,

En el referencial SA, las fuerzas FRA y FLA se van a aplicar durante
intervalos de tiempo diferentes ∆tRA 6= ∆tLA y de forma no simultánea.

Las transformaciones de las fuerzas aplicadas, aśı como los impulsos,
trabajos y 4-vectores trabajo en SA se pueden obtener genéricamente, sin
hacer referencia al origen electromagnético de las fuerzas [57]. La fuerza
FA = (FxA, FyA, FzA) medida en el referencial SA se obtiene en función
de la fuerza F = (Fx, Fy, Fz) medida en S0 mediante la ecuación, dada
por componentes [58]:

FxA =
Fx − (V/c2) (Fxvx + Fyvy)

1− vxV/c2
, (20)

FyA =
γ−1(V )Fy
1− vxV/c2

. (21)

Las fuerzas aplicadas en horizontal (Fy = 0) en dicha configuración son
invariantes, FA = F ,

FLA = qE ;FRA = −qE .

El impulso IA y el trabajo WA vienen dados en SA por

IA = FLA∆tLA + FRA∆tRA = −γ(V )

[
qE (∆x+ δl)

c2

]
V ,

WA = FLA∆xLA + FRA∆xRA = γ(V )qE (∆x+ δl) .

Aśı, el observador en SA tiene el 4-vector Wµ
A dado por [13]:

Wµ
A = {cIA, 0, 0,WA} . (22)

Este mismo resultado para Wµ
A se puede obtener considerando el origen

electromagnético de las fuerzas aplicadas sobre el émbolo L y la base
R. Aśı, el 4×4 tensor del campo electromagnético en SA, EAµν se obtiene
mediante la transformación (Ap. A) ([17], p. 281):

EAµν = Lµξ (V )EξχL+
χ
ν (V ) =


0 0 0 E
0 0 0 0
0 0 0 0
E 0 0 0

 .
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El campo eléctrico no cambia en el referencial SA respecto del campo
en S0 (y no aparece ningún campo magnético). Los 4-vectores trabajo
asociados a las fuerzas aplicadas sobre el émbolo L y la base R se obtienen
aplicando la propia definición del 4-vector en SA, es decir:

Wµ
LA = qEAµν∆xνLA

=
{
cqEγ(V )

[
∆t− (V/c2)∆x

]
, 0, 0, qγ(V )E [∆x− V∆t]

}
,

Wµ
RA = −qEAµν∆xνRA

=
{
−cqEγ(V )

[
∆t+ (V/c2)δl

]
, 0, 0,−qEγ(V ) [−δl − V∆t]

}
.

En SA el impulso:

IA = ILA + IRA = −γ(V )

[
qE (∆x+ δl)

c2

]
V ,

de las fuerzas aplicadas no es nulo, y el trabajo de las fuerzas externas
aplicadas es,

WA = WLA +WRA = γ(V ) [qE (∆x+ δl)] .

El 4-vector trabajo (impulso-trabajo) Wµ
A en SA es:

Wµ
A = Wµ

LA +Wµ
RA

=

{
−cγ(V )

[
qE (∆x+ δl)

c2

]
V, 0, 0, γ(V ) [qE (∆x+ δl)]

}
.

Es éste el mismo resultado para Wµ
A que puede obtenerse aplicando la

transformación de Lorentz sobre W ν , con Wµ
A = Lµν (V )W ν . El obser-

vador en SA asocia un impulso neto a las fuerzas aplicadas. En una
generalización del Principio de Inercia de la Enerǵıa, el observador en
SA asocia en SA una inercia qE (∆x+ δl) c−2 al trabajo qE (∆x+ δl)
realizado en S0

3. Calor. El observador en SA podŕıa obtener directamente el 4-vector QµA
si fuese capaz de medir la frecuencia νA con que son emitidos, y el ángulo
θA con el que lo son, los fotones relacionados con la compresión del gas,
tal y como son descritos en SA.

Por el efecto Doppler relativista, la frecuencia νA de un fotón emitido en
S0 con frecuencia ν y ángulo θ viene dada por:

νA = γ(V ) [1− β(V )cos θ] ν . (23)
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En el efecto relativista de aberración [59] se tiene que el ángulo θA medido
en SA vendŕıa dado por:

cos θA =
cos θ − β(V )

1− β(V )cos θ
, (24)

sen θA =
γ−1(V ) sen θ

1− β(V )cos θ
. (25)

En S0, por cada fotón r emitido en sentido +π/2 hay otro fotón s emitido
en sentido −π/2, ambos con la misma frecuencia ν, lo que garantiza el
momento lineal nulo del conjunto de fotones emitidos. Con θr = π/2
y θs = −π/2, en SA los fotones se emiten con frecuencia, νA = γ(V )ν,
mayor que la frecuencia ν (efecto Doppler transverso ([60], Sec. 5.3), y
para el observador en SA los fotones se emiten con ángulos mayores, en
valor absoluto, de π/2 (Fig. 6).

Utilizando las Ecs. (23)-(24)-(25), es fácil obtener en SA la contribución
al momento lineal y a la enerǵıa total de cada par de fotones (r − s).
Puesto que hay N/2 pares de fotones (r−s) opuestos y como todos ellos
contribuyen de la misma manera, se tiene:

pxFA = −γ(V )

[
Nhν

c2

]
V ,

pyFA = 0 ,

EFA = γ(V )Nhν .

El 4-vector QµA = {−cpFA;x,−cpFA;y, 0,−EFA} viene dado por

QµA =

{
cγ(V )

[
Nhν

c2

]
V, 0, 0,−γ(V ) (Nhν)

}
,

Este resultado del 4-vector QµA es igual al obtenido por aplicación de
la transformación de Lorentz Lµν (V ) sobre Qµ, con QµA = Lµν (V )Qν .
Nótese que un conjunto de fotones de enerǵıa UF = Nhν no se trans-
forma entre referenciales como un fotón, sino como un cuerpo con inercia
MF = Nhνc−2.

Aunque en SA se emite el mismo número de fotones N , con N/2 en cada
dirección, que en S0 y no hay momento neto en dirección y (al igual que
en S0), cada uno de los N fotones emitidos tienen una componente en
sentido −x, por lo que en SA el conjunto de fotones emitidos transporta
un momento lineal neto pxFA = −γ(V )(Nhν/c2)V en ese sentido, a la
vez que proporciona un momento lineal al sistema en dirección +x.

En el referencial SA el conjunto de fuerzas aplicadas producen un impulso
neto –en contraste con el impulso cero en S0 – debido al efecto de la
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pérdida relativista de la simultaneidad–, en dirección −x. El conjunto de
fotones emitidos en SA, con componente de momento lineal −x no nula,
produce un impulso sobre el sistema, en dirección +x. Este momento
lineal ejercido por los fotones sobre el sistema, anula el impulso debido a
las fuerzas aplicadas. El conjunto de fotones emitidos en SA transporta
un momento lineal – en contraste con el momento nulo de los fotones
en S0 –, precisamente aquel impulso producido por las fuerzas aplicadas
en SA. En SA la enerǵıa transportada por los fotones es igual al trabajo
realizado por las fuerzas externas sobre el sistema, al igual que suced́ıa
en S0.

5 Conclusiones

Un ejercicio de f́ısica clásica que incluya elementos de Mecánica (por ejem-
plo, un cuerpo Z de masa M que se desplaza bajo la acción de una fuerza
conservativa F ), Electromagnetismo (la fuerza F proviene de la interacción
de una carga eléctrica q, depositada sobre Z, con un campo eléctrico E pro-
ducido entre las placas de un condensador cargado) y Termodinámica (en su
desplazamiento, el cuerpo Z se mueve sobre una superficie con la que tiene
un coeficiente de rozamiento dinámico µ, produciendose disipación de enerǵıa
mecánica, aumento de la enerǵıa interna ∆U del cuerpo Z y calor Q), no puede
resolverse de forma acorde con el Principio de Relatividad de Galileo, pues las
fuerzas de origen electromagnético se transforman mediante transformaciones
de Lorentz [61] [10]. En ausencia de una Termodinámica Relativista, el for-
malismo tampoco es covariante (bajo transformaciones de) Lorentz.

Desde un moderno punto de vista, una teoŕıa relativista (covariante Lorentz)
requiere una definición clara (i) de los objetos tensoriales que van a caracteri-
zar el estado de equilibrio termodinámico del sistema y (ii) de cualquier otra
magnitud tensorial que caracterice la interacción del sistema con su entorno
mecánico [foco mecánico ([9], Cap. 3)] y con su entorno térmico [foco térmico
([9], pp. 89-90)], con una descripción de los aparatos que los miden. Los
observables dependerán, en general, del sistema f́ısico y del observador, pero
el Principio de Relatividad garantiza que todos los observadores inerciales
obtendrán resultados equivalentes [por ejemplo, utilizando los invariantes re-
lativistas que forman parte del formalismo (Ap. A)] cuando analicen el mismo
proceso. Por lo tanto, cualquier formalismo relativista desarrollado para des-
cribir un proceso f́ısico debe ser acorde con el Principio de Relatividad (lo que,
actualmente, no sucede en la F́ısica Clásica) y, por tanto, debe ser covariante
Lorentz. Este ha sido el camino seguido en este art́ıculo al desarrollar el for-
malismo de la Termodinámica Relativista.

Un desarrollo coherente de una Termodinámica Relativista exige: (i) garan-
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tizar que el sistema se comporta en todo momento de acuerdo con el Principio
de Inercia de la Enerǵıa (por ejemplo, las fuerzas se aplican durante intervalos
de tiempo mucho mayores que los tiempos de relajación del sistema) y (ii) lle-
var a cabo los experimentos en el referencial S0, de tal modo que las ecuaciones
válidas para part́ıculas elementales (puntuales) puedan ser también aplicadas a
sistemas termodinámicos (extensos) (Principio de Similitud). Cuando este ob-
jetivo se logra, en la Generalización de la Formulación Aśıncrona de la Teoŕıa
Especial de la Relatividad, el formalismo de 4-vectores de Minkowski se puede
aplicar tanto a magnitudes locales (part́ıculas elementales) como no locales
(cuerpos compuestos).

Debido a que la descripción mediante 4-vectores de una ley de la F́ısica
exige que a cada componente (temporal, escalar) de enerǵıa del 4-vector co-
rrespondiente se le asocie su parte (espacial, vectorial) de momento lineal
(multiplicado por c), se hace necesario entrar en consideraciones microscópicas
para caracterizar 4-vectores como el 4-vector función enerǵıa Uµ o el calor Qµ,
aśı como a especificar la naturaleza electromagnética de las fuerzas consider-
adas. Esta exigencia de caracterizar de forma exhaustiva estas magnitudes
(en contraste, por ejemplo, con el cálculo de las variaciones de enerǵıa in-
terna que se lleva a cabo en Termodinámica), sugiere que tal vez fuera más
conveniente referirse a una Relatividad para Cuerpos Extensos, mejor que a
una Termodinámica Relativista (de la que estaŕıan ausentes consideraciones
microscópicas), para el formalismo desarrollado.

Sea un cuerpo sólido Z, que a la vez que se desplaza como un todo bajo la
acción de diferentes fuerzas Fk, experimenta ciertos procesos termodinámicos.
Para la descripción del proceso llevado a cabo por el cuerpo Z en el marco de
la Teoŕıa Especial de la Relatividad, utilizando el formalismo de Minkowski de
4-vectores, las Ecs. (1)-(3) se unen en el Primer Principio de la Termodinámica
Relativista,

dUµ = δWµ + δQµ ,

con cuatro ecuaciones relacionadas [por exigencias de la Formulación Aśıncrona
en el referencial S0 el cuerpo Z se encuentra instantáneamente en reposo ([26],
p. 41), con vi = 0, y vf = v, v = (vx, vy, vz)]:

γ(v)Mfvx
γ(v)Mfvy
γ(v)Mfvz
γ(v)Uf − Ui

 =


∑
k Fxkdt∑
k Fykdt∑
k Fzkdt
δW

 +


0
0
0
δQ

 ,

con k fuerzas conservativas aplicadas simultáneamente, y con:

δW =
∑
k

(Fk · vk) dt ; δQ = Ṅhνdt ,

Mi = Uic
−2 ;Mf = Ufc

−2 .
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siendo Ṅ la tasa de intercambio de fotones de Z con el foco térmico. La
exigencia más importante para asegurar la coherencia del formalismo de Ter-
modinámica Relativista desarrollado es el Principio de Inercia de la Enerǵıa
y que a toda forma de enerǵıa U –W o Q– que contribuya a la componente
temporal de un 4-vector en el referencial S0 se le asigne una inerciaM = Uc−2.

Si una fuerza Fk ejercida sobre Z proviene de la interacción de un campo
electromagnético [57], con 4×4-tensor Ekµν , con una carga eléctrica q, el 4-
vector fuerza de Minkowski (generalización del concepto vectorial de fuerza de
Lorentz) Fµk , viene dado por:

Fµk =
q

c
Ekµνvνk = γ(vk)

{
Fxk, Fyk, Fzk , c

−1Fk · vk
}
,

y el correspondiente 4-vector trabajo (infinitesimal) δWµ por:

δWµ
k = qEkµνdxνk = {cFxkdt, cFykdt, cFzkdt ,Fk · dxk} ,

con

cFµk =
δWµ

k

dτk
.

El 4-vector calor Qµ se puede obtener generalizando la Formulación Aśıncrona
al comportamiento de los fotones.

En conclusión, la formulación mediante 4-vectores de Minkowski del Primer
Principio de la Termodinámica Relativista (particularmente, mediante la in-
troducción de los 4-vectores función enerǵıa Uµ y calor Qµ y con la inte-
gración del 4-vector trabajo Wµ en dicho principio) permite resolver ejercicios
de F́ısica Clásica (no cuántica), que incluyan conceptos de Mecánica, Elec-
tromagnetismo y Termodinámica en un formalismo completamente covariante
(bajo transformaciones de) Lorentz.

El formalismo desarrollado permite obtener otras dos conclusiones intere-
santes:

1. Con un 4-vector velocidad V µ definido como V µ = γ(V ) {Vx, Vy, Vz, c},
V = (Vx, Vy, Vz), V = |V|, el 4-vector momento lineal pµ definido como
([45], Sec. 31)

pµA = c−1UµA =
{
γ(V )MVx, γ(V )MVy, γ(V )MVz, γ(V )Uc−1

}
,

se puede expresar como:

pµA =
U

c2
V µ . (26)

Esta Ec. (26) es la generalización para cuerpos extensos, incluyendo una
cavidad con fotones térmicos, de la ecuación p = (E/c2)V para part́ıculas
elementales ([62], Sec. 7.2.2) [22].
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2. En el referencial S0 se define un 4-vector ‘dirección’ lµ = {0, 0, 0, 1}. Sea
el 4-vector dirección nµ en SA, que se define como:

nµ = Lµν (V )lν = c−1 {−γ(V )V, 0, 0, γ(V )c}

y sea
nµ = c−1 {γ(V )V, 0, 0, γ(V )c}

el 4-vector covariante dirección, con nµn
µ = 1, donde V es la velocidad

de SA respecto de S0. El 4-vector nµ satisface las ecuaciones:

nµW
µ
A = W ,

nµQ
µ
A = Q.

La proyección del Primer Principio en SA sobre el 4-vector dirección nµ
es:

nµ
[
UµfA − U

µ
iA = Wµ

A +QµA
]
→ Uf − Ui = W +Q .

Esta proyección reduce el Primer Principio expresado en forma cova-
riante Lorentz a la expresión clásica del mismo [14].
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A Transformación de Lorentz y 4-vectores de Minkowski

De acuerdo con la (que se podŕıa denominar) Hipótesis de Minkowski, una
magnitud tiene (verdadero) sentido f́ısico para todos los observadores si se
comporta como un 4-vector bajo transformaciones de Lorentz ([17], Cap. 28).

1. Dos referenciales ŕıgidos S0 y SA, con idénticas unidades de longitud y
tiempo, se encuentran en configuración estándar ([64], p. 5) cuando el
origen de SA se mueve con velocidad V = (V, 0, 0) a lo largo del eje x
de S0, el eje xA coincide con el eje x, mientras que tanto los ejes y e
yA y z y zA permanecen paralelos, y cuando todos los relojes de ambos
referenciales se han puesto a cero en el momento en que los oŕıgenes de
ambos referenciales han coincidido (Fig. 7).

2. Un mismo suceso, (x, y, z, t) en S0 y (xA, yA, zA, tA) en SA, es expresado
mediante el correspondiente 4-vector suceso xµ y xµA, ambos 4-vectores
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Figura 7: Referenciales S0 y SA en configuración estándar. (i) Una fuerza f comienza
a actuar sobre un cuerpo Z. Suceso inicial, sub́ındice i en ambos referenciales, (f)
suceso final, la fuerza f deja de actuar sobre Z. El tiempo ∆τ es el intervalo de
tiempo propio de Z ([63], Sec. 2.9) entre los sucesos inicial y final. Los 4-vectores
suceso inicial, xµi = {xi, yi, zi, cti} en S y xµiA = {xiA, yiA, ziA, ctiA} en SA y suceso
final, xµf = {xf , yf , zf , ctf} en S y xµfA = {xfA, yfA, zfA, ctfA} en SA se relacionan

entre śı como xµiA = Lµν (V )xνi y xµfA = Lµν (V )xνf , respectivamente, donde Lµν (V ) es la
matriz de la transformación de Lorentz para la configuración estándar.

contravariantes [65], [los 4-vectores contravariantes se notan con ı́ndice
griego y son matrices columna]:

xµ =


x
y
z
ct

 ;xµA =


xA

yA
zA
ctA

 .

(Los 4-vectores contravariantes se expresarán a veces como fila, pero
manteniéndose el ı́ndice griego contravariante). Cada componente de un
4-vector Aµ contravariante se nota con un sub́ındice j, con j = 1, 2, 3, 4,
tal que Aµ = {A1, A2, A3, A4}. El correspondiente 4-vector covariante
[sub́ındice griego (matriz fila)] se nota Aµ.

3. La matriz 4×4 de la transformación de Lorentz para la configuración
estándar con velocidad V viene dada por [66]:

Lνµ(V ) =


γ(V ) 0 0 −β(V )γ(V )

0 1 0 0
0 0 1 0

−β(V )γ(V ) 0 0 γ(V )

 ,

con β(V ) = V/c y donde γ(V ) =
[
1− β2(V )

]−1/2
es el denominado fac-

tor de Lorentz. Configuraciones diferentes de la estándar tienen matrices
de Lorentz más complejas [67], pero no aportan una f́ısica diferente, por
lo que sólo se va a considerar esta configuración.
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4. La matriz inversa de la transformación de Lorentz, L+νµ(V ) = Lνµ(−V ),
tal que

L+µξ (V )Lξν(V ) = 1µν

viene dada por:

L+νµ(V ) =


γ(V ) 0 0 β(V )γ(V )

0 1 0 0
0 0 1 0

β(V )γ(V ) 0 0 γ(V )

 .

5. Se aplica la convención de Einstein ([68], p. 12) sobre la suma: la
repetición de un ı́ndice-sub́ındice implica la suma sobre sus valores j =
1, 2, 3, 4. Por ejemplo:

AµB
µ = A1B1 +A2B2 +A3B3 +A4B4 .

6. Los 4-vectores xµ y xµA relativos al mismo suceso se relacionan mediante
la transformación de Lorentz como

xµA = Lµν (V )xν .

7. El desplazamiento ∆xµ entre dos sucesos, inicial xµi = {xi, yi, zi, cti} y
final xµf = {xf , yf , zf , ctf}, se define ∆xµ = xµf − x

µ
i y es un 4-vector.

8. La subida y bajada de ı́ndices en un 4-vector se lleva a cabo utilizando el
tensor métrico del espacio de Minkowski gνµ [45]. Eligiendo definir el in-
tervalo (infinitesimal) invariante entre dos sucesos, inicial (xi, yi, zi, cti) y
final (xf , yf , zf , ctf ), con 4-vector desplazamiento dxµ = {dx,dy,dz, cdt}
(dx = xf − xi, etc.) como ([26], p. 9)

ds2 = c2(dt)2 −
[
(dx)2 + (dy)2 + (dz)2

]
,

se tiene que al definirse:

ds2 = gνµdxνdxµ ,

el tensor métrico gνµ viene dado como ([26], p. 45):

gνµ =


−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1

 .

9. Todo 4-vector Aµ, Aµ = {Ax, Ay, Az, At), se divide en tres componentes
(espaciales), provenientes del vector tridimensional A = (Ax, Ay, Az)
y una cuarta componente (temporal) At (con las mismas unidades de
espacio que las anteriores). Para un 4-vector contravariante Aµ, se tiene:
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(a) Su 4-vector covariante correspondiente Aµ, que se define como Aµ =
gνµA

ν y se obtiene cambiando de signo las tres componentes es-
paciales del mismo, sin cambiar el signo de la temporal: Aµ =
{−Ax,−Ay,−Az, At}.

(b) Dado un 4-vector covariante Bµ, Bµ = {Bx, By, Bz, Bt}, el pro-
ducto interno BµA

µ o proyección de Aµ sobre Bµ, se define:

BµA
µ = BtAt +BxAx +ByAy +BzAz .

(c) Su norma ||Aµ|| se define:

||Aµ|| = (AµA
µ)1/2 =

[
A2
t −

(
A2
x +A2

y +A2
z

)]1/2
.

La norma de un 4-vector es un invariante relativista: ||Aµ|| = ||AµA||.
(d) Dado el 4-vector contravariante Cµ cualquier combinación lineal

aAµ + cCµ, donde a y c son constantes, es también un 4-vector
contravariante.

(e) Dos 4-vectores Aµ y Bµ se dice que son iguales si son iguales compo-
nente a componente Aj = Bj . La igualdad de dos 4-vectores es un
invariante relativista y, por tanto, toda ecuación entre 4-vectores es
una ecuación invariante relativista. Esto indica que la forma más
directa de obtener leyes f́ısicas covariantes es formularlas mediante
4-vectores.

10. El tiempo propio dτ del desplazamiento dxµ es el tiempo medido me-
diante un reloj que se mueve con el objeto que experimenta el desplaza-
miento (Fig. 7), con 4-vector desplazamiento {0, 0, 0, cdτ}, y viene dado
por:

dτ =
[
(dt)2 − c−2

(
d2x+ d2y + d2z

)]1/2
,

y es igual a la norma del 4-vector desplazamiento dividida por c. Se
tiene que:

dt

dτ
= γ(v) .

Esta ecuación expresa el intervalo de tiempo dτ a partir del 4-vector
desplazamiento dado en el referencial S0 que se elige para describir el
proceso.

11. La derivada del 4-vector desplazamiento de un cuerpo dxµ respecto del
tiempo propio de dicho desplazamiento, dτ , y debido al carácter invari-
ante de éste, es otro 4-vector. El vector tridimensional velocidad v viene
dado por v = (vx, vy, vz), con vx = dx/dt, dx = xf − xi, etc., con

v = |v| =
(
v2x + v2y + v2z

)1/2
. El 4-vector velocidad vµ [65] viene dado

por:

vµ =
dxµ

dτ
= γ(v) {vx, vy, vz, c} ,
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12. Para un campo electromagnético caracterizado por el 4×4-tensor campo
electromagnético Eµν = gνξEξµ, en el referencial S0, el mismo campo elec-
tromagnético viene caracterizado por el 4×4-tensor EAµν en el referencial
SA, dado por:

EAµν = Lµξ (V )EξχL+
χ
ν (V ) .
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